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Dans cette étude nous nous proposons de cerner l’impact du comportement des investisseurs sur
les stratégies des firmes de fonds d’investissement. Dans un premier temps, nous définissons le profi l
idéal d’un investisseur potentiel en fonds en tenant compte de son aversion pour le risque. Nous
présentons un modèle usuel à générations successives dans une économie ouverte pour caractériser
les choix de ventilations de produits actifs risqués et actifs sans risques. Cette approche nous per-
mettra de comprendre les stratégies de recherche de clientèle des firmes de fonds d’investissement.
Dans un second temps, l’analyse des stratégies de diﬀérenciation nous permettra de comprendre le
niveau de concurrence que se livrent les firmes localisées sur une place donnée. Nous cherchons à
comprendre le niveau de diﬀérenciation dans la sélection de clientèle. Ce résultat devrait nous per-
mettre de définir les conditions dans lesquelles les firmes privilégient une stratégie de diﬀérenciation
m a xim a le p a r rap p o rt à leu rs con cu rrentes.
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1 Introduction
Une étude des attentes de la clientèle et de la concurrence que se livrent les
firmes d’une industrie pour satisfaire cette clientèle est nécessaire à l’analyse de
la concurrence au sein de ladite industrie. Il existe une littérature abondante
portant sur les stratégies des investisseurs dans leur choix de produits. De
plus, l’aversion pour le risque chez l’investisseur a fait l’objet de nombreuses
recherches.
Dans le cadre d’une telle analyse, l’idée centrale est de déterminer un pro-
fil idéal de l’investisseur potentiel en fonds. En d’autres termes, comment ce
dernier évalue-t-il son aversion pour le risque? Ainsi, supposons-nous que les
firmes de fonds n’ont accès qu’à seulement deux types d’actifs. Alors que le
rendement de l’actif sans risque peut baisser en fonction d’un paramètre lié à
la réglementation, nous présumons que l’actif risqué correspond à un investisse-
ment dans le capital des entreprises.
En ce qui concerne les questions de concurrence spatiale sur les marchés,
elles font aussi l’objet d’une abondante littérature ces dernières années. Dans
les modèles d’économie spatiale, il convient de diﬀérencier d’un côté, les modèles
unidimensionnels qui établissent une concurrence dans laquelle chaque firme est
en concurrence directe avec ses deux seules voisines qui l’entourent1; et, de
l’autre, les modèles de concurrence monopolistique2 qui admettent le fait que la
concurrence ne soit pas seulement globale mais aussi symétrique.
L’un des points centraux des questions de concurrence dite spatiale est
d’expliquer le processus de diﬀérenciation sur les marchés. En évolution crois-
sante, certains modèles de produits diﬀérenciés se situent aux croisements des
modèles unidimensionnels et des modèles de concurrence monopolistique. On
1Voir [Liang & Weisbenner (2002)]
1Modèles linéaire [Hotelling (1929)], circulaire [Salop (1979)] ou vertical [Gabszewicz and
Thisse (1979)]
2 [Chamberlin (1933)], [Spense (1976)], [Dixit and Stiglitz (1977)]
citera par exemple Lancaster (?), Baumol (?) et Gorman (?) qui montrent avec
une approche - demande que les produits rivalisent entre eux suivant plusieurs
dimensions.
Dans les modèles de diﬀérenciation verticale, il est d’usage de faire une parti-
tion entre biens de haute qualité et biens de basse qualité. La littérature établit
que les équilibres obtenus sont généralement asymétriques. Dans son modèle
de diﬀérenciation avec concurrence en prix (?), Tirole conclut que la firme qui
produit le bien de haute qualité obtient des revenus plus élevés que celle qui
produit des biens de basse qualité. Ce résultat tient de la capacité des firmes
à diﬀérencier leurs produits, mais aussi à l’hétérogénéité des préférences des
consommateurs pour la qualité. Par ailleurs, cette même étude conclut que les
firmes se diﬀérencient pour réduire la concurrence à certaines caractéristiques
du marché.
Dans cet article, nous traitons de l’impact des choix des investisseurs sur les
stratégies des managers de fonds. Dans une première section, nous supposons
que les produits de fonds sont des arrangements de proportions entre actifs
risqués et actifs sans risque. L’hypothèse d’ouverture de l’économie permettra de
prendre en compte une mobilité parfaite des capitaux. Cette section présentera
un modèle théorique qui aidera à déterminer les proportions d’actifs idéales pour
l’investisseur, par l’étude de sa fonction d’utilité.
Dans une seconde section, nous décrivons un modèle de comportement des
managers par la diﬀérenciation en produit. Nous y analysons le type de con-
currence et le niveau de risque couvert par les fonds d’investissement afin de
proposer un produit correspondant au mieux aux attentes des investisseurs.
Une troisième section ébauchera le cas complexe des stratégies pures c’est-à-
dire que les préférences des investisseurs sont fonctions du produit proposé. La
dernière section résume l’article.
2 Les attentes de l’investisseur
Avec un modèle usuel à générations successives3 dans une économie ouverte,
nous caractérisons les ventilations de produits actifs risqués et actifs sans risque.
Le choix de ce type de modèle est motivé par la prise en compte de l’horizon fini
de l’investisseur. En étudiant ce dernier sur deux périodes de vie, nous pouvons
prendre en compte le rendement de l’investissement.
Nous supposons dans ce modèle que les managers ne proposent que des
produits mixtes (actifs risqués et actifs sans risque). Dans cette section, nous
décrirons dans un premier temps, le modèle théorique de comportement des
investisseurs. Par la suite, une modification de la fonction d’utilité des investis-
seurs nous permettra de cerner la détermination des proportions d’actifs.
2.1 Le modèle de comportement des investisseurs
Dans une économie ouverte composée d’ investisseurs, de firmes de fonds et d’
entreprises productrices, l’industrie étudiée (l’industrie de fonds d’ investisse-
ment) propose des produits de fonds sur la place financière. Nous supposons
que les produits commercialisés sont du même type (action, obligation, mixte....)
ou de type analogue (mixte 50-50, mixte 20-80....). Cette hypothèse implique
que les produits s’intéressent au même type d’investisseurs potentiels.
Les produits sont diﬀérenciés horizontalement par leur profil d’allocation de
portefeuille (composition actifs sans risque / actifs risqués), et verticalement par
le niveau de rentabilité espéré. Cette rentabilité est caractérisée par le niveau
de risque sous-jacent qui influence les coûts de gestion.
Nous supposons que les firmes de fonds d’investissement ont accès à deux
actifs. D’une part, elles peuvent utiliser un actif sans risque de rendement r− δ
où r est le taux d’intérêt international. Une parfaite mobilité internationale
des capitaux permet de garantir que le taux mondial s’impose donc à ce pays.
3 [Debonneuil (2002)]
Afin de contrôler l’activité économique, un paramètre δ de baisse du rendement
sans risque due à la réglementation est fixé. D’autre part, les firmes de fonds
utilisent un actif risqué de rendement R qui correspond à un investissement dans
le capital des entreprises du pays d’analyse.
Les managers de fonds, neutres au risque, proposent des produits mixtes
(arrangements entre actifs risqués et actifs sans risque). Dans un premier temps,
nous supposons que les caractéristiques de l’oﬀre (coûts de production) et de la
demande (fixation des commissions, droit d’entrée....) sont identiques, quel que
soit le type de fonds4.
Les investisseurs ont une aversion pour le risque et sont suivis sur deux
périodes. Cela permet de prendre en compte leur horizon fini et d’expliquer le
rendement de l’investissement. Ils choisissent le produit-fonds en fonction de sa
ventilation actifs risqués et actifs sans risque.
En première période, l’investisseur dispose d’une allocation w qui correspond
au salaire qu’il perçoit des entreprises du pays. Il la répartit en consommation
et en investissement en fonds. En seconde période, l’investisseur ne vit que du
revenu de ses investissements réalisés la période précédente. Il n’a plus de salaire
et il n’investit plus.
2.2 La fonction d’utilité des investisseurs
Dans cette section, nous cherchons à caractériser le profil des investisseurs. Ce
profil sera caractérisé, par la suite, comme variable continue et est le couple
d’allocation actifs risqués et actifs non risqués du portefeuille optimal pour
l’investisseur.
Une modification de la contrainte budgétaire des modèles à générations im-
4Des caractéristiques diﬀérente en fonction du type de fonds alourdiraient inutilement
l’analyse
briquées nous permet de construire la matrice de contrainte budgétaire suivante:



Ct = wt − et
et = α et + (1− α) et
Ct+1 = (1− f) eτ [α et (1 + r − δ) + et (1 − α) (1 + Rt+1)]
(1)
où
• Ct et Ct+1 sont respectivement la consommation en première et seconde
période;
• et est le niveau d’épargne. Nous supposons que l’épargne est intégralement
investit dans des produits fonds;
• α et et (1− α) et sont respectivement les parts d’épargne investies dans
l’actif sans risque (de rendement r − δ ) et dans le capital des entreprises
(de rendement Rt+1 entre t et t+ 1 );
• τ est un paramètre d’actualisation;
• f est le taux de commissions payées;
• α peut être interprété, de part sa composition, comme une aversion au
risque. En eﬀet, l’investisseur fait sa répartition actifs sans risque / actifs
risqués en fonction de son aversion au risque.
Hypothèse (H1) : nous supposons le taux de commissions exogène et iden-
tique quelque soit la ventilation du fonds.
En supposant que les entreprises de fonds sont neutres au risque avec une pro-
ductivité des facteurs suivant une loi normale At+1 → N
¡
A¯; σ2
¢
. La contrainte
budgétaire des investisseurs peut être exprimée sous la forme de l’équation (6a
en Annexe 1):



Ct = wt − et
et = α et + (1− α) et
Ct+1 = (1− f) eτ
h
α et (1 + r − δ) + (1− α) et
³
1 + r At+1
A
´i
= et (1− f) eτ [α (1 + r − δ) + (1− α)
³
1 + r At+1
A
´
]
(2)
Ensuite, nous cherchons à déterminer la combinaison idéale pour l’investisseur
en étudiant son utilité. Afin d’avoir une concavité dans la fonction d’utilité des
investisseurs, nous préférons une forme logarithmique. La fonction d’utilité de
l’investisseur est donc de la forme (Annexe 2):
Ut = Ln (Ct) +
1
1 + p
Ln (Ct+1) (3)
Une approximation de l’espérance de cette fonction d’utilité est donnée par
l’ équation (11a de l’annexe 2) suivante:
Et (Ut) = Ln (wt − et) +
1
1 + p
[ Ln[et e
τ (1− f)] + Ln [1 + r − δ α]]
− 1
1 + p
σ2
2.A
2
[r (1− α)]2
[1 + r − δ.α]2
(4)
Nous remarquons que la variabilité du rendement du capital de l’entreprise,
σ2, réduit l’espérance de l’utilité des investisseurs.
2.3 La détermination des proportions d’actifs
Les conditions de premier ordre appliquées à l’équation (4) montrent que :
∂Et (Ut)
∂et
= 0⇔ et =
wt
(2 + p)
(5)
Ainsi, comme dans tout modèle à générations imbriquées, on remarque que
l’ épargne totale croît avec le salaire, mais décroît avec la préférence pour le
présent. Plus la préférence pour le présent est forte, plus le futur est dé-
valorisé. L’agent économique préfère consommer que de recourir aux fonds
d’investissement. De plus, l’aversion au risque et la structure des marché n’influenceraient
pas l’épargne-investissement.
Par ailleurs, en posant ∂Et(Ut)
∂α
= 0 , nous trouvons deux expressions de α
diﬀérentes en fonction du signe devant la racine. Toutefois l’on montre qu’il
convient de sélectionner la formule ci-dessous:
α =
2A
2
σ2 [(1 + r)] + r σ (1 + r − δ)
·
r σ +
q¡
2.A.δ
¢2
+ (r.δ)
2
¸
2A
2
δ3
(6)
Nous en déduisons la répartition suivante:



Part de l’actif sans risque = α wt(2+p)
Part de l’actif risqué = (1− α) . wt(2+p)
(7)
α =
2A
2
σ2 [(1 + r)] + r σ (1 + r − δ)
·
r σ+
q¡
2.A.δ
¢2
+ (r.δ)2
¸
2A
2
δ3
Finalement, la matrice de contrainte budgétaire (1) devient:



Ct =
p+1
p+2 wt
et = α
wt
(2+p) + (1− α)
wt
(2+p)
Ct+1 = (1− f) eτ
h
α wt(2+p) (1 + r − δ) + (1− α)
wt
(2+p)
³
1 + rAt+1
A
´i
= wt(2+p) e
τ (1− f) [α (1 + r − δ) + (1− α)
³
1 + rAt+1
A
´
]
(8)
Une étude de la variation de l’équation (6) nous permet de tirer les conclu-
sions suivantes :
1. La part d’investissement en actif sans risque :
• croît avec r , le taux d’intérêt international applicable à l’actif sans
risque; Ainsi, la bonne conjoncture économique internationale influ-
ence l’attrait aux actifs sans risque.
• croît avec σ2, la variabilité du rendement de l’actif risqué. Nous
en déduisons qu’une économie nationale peu soutenue conduit à une
préférence pour l’actif non risqué d’où une forte exposition aux fluc-
tuations économiques internationales.
• décroît avec δ, la perte de rendement sur l’actif sans risque; ce qui in-
duit qu’une forte réglementation dans le cadre d’une petite économie
ouverte concourt au renforcement de l’économie nationale, étant donné
que l’investisseur va préférer l’actif risqué (sous jacent à un investisse-
ment dans les entreprises nationales) à l’actif sans risque.
• décroît avec A, la valeur moyenne du progrès technique. Ainsi une
anticipation d’évolution favorable de l’économie nationale conduit à
une préférence pour les actifs risqués au détriment des actifs sans
risque. Cela suppose aussi une parfaite information de l’investisseur;
d’où la mise sur pied d’un service nationale fiable de régulation et
d’étude économique.
2. La ventilation du portefeuille n’est pas influencée par:
• f , les commissions payées;
• τ , le taux d’actualisation
Pour la suite nous posons
θm ≡
µ
α.
wt
2 + p
, (1− α) . wt
2 + p
¶
θm étant le profil moyen idéal de l’investisseur.
Les firmes de fonds sont en concurrence pour proposer des produits qui
correspondent au mieux aux attentes des investisseurs en proposant des rende-
ments meilleurs. Cette quête du rendement induit une prise de risque de plus
en plus importante en investissant dans le capital des entreprises qui est source
de risque. Les attentes des investisseurs sont déterminées par leur profil dans
l’allocation des actifs.
Dans la suite de l’article, nous supposons cette métrique comme variable
continue. Elle détermine le profil d’un investisseur, en caractérisant le porte-
feuille optimal de son point de vue dans sa ventilation de portefeuille entre actifs
sans risque et actifs risqués.
3 Le comportement des managers face aux at-
tentes des investisseurs
Dans cette seconde section, nous développons un modèle ordinaire de concur-
rence pour l’analyse de la diﬀérenciation par le produit dans une industrie de
fonds. Cela nous permettra de comprendre les comportements stratégiques des
firmes de fonds dans leur recherche d’un rendement espéré meilleur. Supposant
que la hausse du rendement espéré est source de risque, nous adoptons que le
risque est caractérisé par un investissement dans le capital des entreprises.
Le but fondamental est de cerner les stratégies d’oﬀre de produits. Nous
présentons deux firmes de fonds d’investissement proposant le même type de
produit (fonds mixtes obligations —actions, par exemple) sur un marché do-
mestique donné. Il s’agit d’étudier les caractéristiques de la concurrence dans
l’industrie des fonds. Dans cette section, nous présentons le modèle d’analyse
permettant de trouver des équilibres en situation de concurrence, décrivant ainsi
les diﬀérents niveaux de diﬀérenciation.
3.1 Le modèle de comportement des managers
Dans cette sous section, nous considérons une industrie nationale composée de
deux firmes de fonds que nous nommerons A et B se partageant le marché.
Chaque firme de fonds dispose d’une préférence pour un profil de produit; ce
qui induit un coût de gestion sous-jacent à la gestion d’actifs risqués.
On supposera, d’une part, que le coût fixe Cf représente le coût de produc-
tion d’un fonds exclusivement composé d’actifs sans risque et d’autres parts,
que le coût variable correspond au coût de production inhérent à la détention
d’un actif risqué dans le portefeuille. La détention d’actifs risqués nécessitant un
investissement dans le capital des entreprises, nous établissons le coût variable
comme fonction C = g(A, k) = h(R).
La taille, Np, du marché est constante. Les investisseurs se répartissent
uniformément sur le segment [0, 1]. Un investisseur est identifié par son profil θm
(qui représente la composition actifs risqués et actifs sans risque du portefeuille).
Sa position sur le segment unitaire [0, 1] traduit son aversion au risque.
Si aucun gérant de fonds ne lui propose son allocation de portefeuille préféré,
l’investisseur se déplace sur le segment. Il renonce ainsi au portefeuille qu’il
désire pour se contenter d’un autre plus proche de ses préférences. Il subit ainsi
un coût de renonciation d > 0 pour un déplacement unitaire.
Le surplus brut d’un investisseur, lorsqu’il investit dans son type de porte-
feuille préféré, est égal à:
r − δ + (1− η) .R. (9)
• R = ϕ.At+1 kϕ−1t+1 = r At+1A
• r − δ est le surplus brut du portefeuille sans risque.
• (1− η) .R est le surplus brut associé au portefeuille risqué (contenant une
part d’action)
• 0 < η < 1 est le paramètre d’aversion pour le risque.
Hypothèse (H2) :r − δ > d > 0 . Cette hypothèse garantit que tous les
investisseurs achètent des fonds d’investissement.
Les investisseurs évaluent de façon analogue leurs préférences pour les porte-
feuilles. Leur portefeuille moyen est défini par l’équation (7’). Le surplus brut
est donc le même pour tous les investisseurs. Soit xi et Ci respectivement, la
part de marché et le coût d’investissement dans l’actif risqué de la firme i. Sup-
posons (sans perte d’information) que les profils étant fixés, leur somme devrait
couvrir l’intervalle unitaire, c’est-à-dire θi + θj = 1. Ainsi, soit θ1 le profil de
fonds dans la firme 1, celui de la firme 2 est donc (1− θ2)
L’utilité de l’investisseur de type θ en firme i est
U (θm, i) =



(1− f) (r − δ) + (1− f) (1− η)R2 − d (θm − θ1)2 , si i = 1
(1− f) (r − δ) + (1− f) (1− η)R2 − d (θm − (1− θ2))2 , si i = 2
(10)
Dans cette section nous ne prenons pas en compte la structure de ventila-
tion admissible de l’investisseur. Notre objectif est de trouver une allocation
(actifs sans risque, actifs risqués) pour un niveau d’investissement donné (de
l’investisseur). Nous adoptons la trivialité que les portefeuilles risqués ont une
plus forte espérance de rendement. Cependant, nous n’étudierons pas à ce stade
la volatilité des investissements risqués.
Hypothèse H3 : les commissions sont perçues comme une proportion de
l’intérêt de l’investisseur5.
Le profit des firmes de fonds est essentiellement composé par les commissions
perçues.
f = F (N1, N2) (11)
où Ni représente la taille d’investisseurs successibles d’investir dans la firme
i, le niveau de risque étant fixé.
Hypothèse H4 : la clientèle potentielle , Np, est constante et tous les agents
économiques sont investisseurs.
5Limite sous-jacente: Les commissions varient en fonction de la diﬀérence entre les deux
produits proposés par les firmes, de la diﬀérence entre chacun de ces produits, du produit idéal
de l’investisseur et du coût de renonciation . f = 1 + d [θ1−(1−θ2][(θ
m−θ1) + (θm−(1−θ1) ]
(1−η) (R1−R2).
Hypothèse H5 : le taux de commissions payées par un investisseur, f∗, est
exogène et constant.
Cela suppose que les investisseurs ont tous le même ”intérêt” pour les fonds6.
La valeur des commissions perçues à l’équilibre, f ∗, reste constante et égale à
f∗ = F (Np).
On suppose ici que les firmes établissent des allocations contenant des actifs
risqués afin de maximiser leur profit. Le profit de la firme i est:
Πi (xi, Ri) = f∗Np xi − Ci − Cf (12)
Avec xi la part de marché.
3.2 Concurrence et niveau de risque
Nous considérons le développement du modèle par deux niveaux de jeu :
• Etape 1 : les gérants choisissent le profil du produit qu’ils vont proposer.
• Etape 2 : étant donné les diﬀérents produits, les firmes décident simul-
tanément le montant d’investissement en production.
Logiquement, l’investisseur a quatre choix :
1. Ne pas investir si U (θm, i) < 0
⇒ Impossible compte tenu de l’analyse H 2 )
2. Investir seulement dans la firme 1 si et seulement si U (θm, 1) > U (θm, 2)
⇒ (1− f) (1− η)R1−d (1− θm − θ1)2 > (1− f) (1− η)R2− d (1 − θm − θ1)2
3. Investir seulement dans la firme 2 si et seulement si U (θm, 1) < U (θm, 2)
⇒ (1− f) (1− η)R1−d (1 − θm − θ1)2 > (1− f) (1− η)R2−d (1− θm − θ1)2
4. Investir simultanément dans les deux firmes si et seulement si
6On pourrait aussi considérer que la fixation des commissions est globalement dépendante
de l’horizon d’investissement et du niveau d’actifs investis.
U (θm, 1, 2) > Max [U (θm, i)]
⇒Restriction est faite pour n’investir que dans un seul fonds à la fois :
Soit θ∗ ∈ [0, 1] le profil du produit proposé
Si θm > θ∗, les investisseurs investissent dans la firme 2
Si θm < θ∗, les investisseurs investissent dans la firme 1
U (θ, 1) = U (θ, 2 ) ⇒
x1 = θ
∗ =
µ
1− θ2 + θ1
2
¶
+
µ
(1− η) (1 − f) . (R1 −R2)
2d (1 − θ2 − θ1)
¶
(13)
x2 = 1− a1 =
µ
1− θ1 + θ2
2
¶
+
µ
(1− η) (1− f) (R2 −R1)
2 d (1 − θ1 − θ2)
¶
En égalisant l’utilité de consommation chez l’une ou l’autre des firmes, nous
déterminons les parts de marchés respectives de chacune des firmes
U (θm, 1) = U (θm, 2 ) ⇒
x1 = θ
∗ =
µ
1− θ2 + θ1
2
¶
+
µ
(1− η) (1 − f) . (R1 −R2)
2d (1 − θ2 − θ1)
¶
(14)
x2 = 1− x1 =
µ
1− θ1 + θ2
2
¶
+
µ
(1− η) (1− f) (R2 −R1)
2 d (1 − θ1 − θ2)
¶
Résultat : En posant λ = (1 −θ2) − θ1, la diﬀérence de profil entre les deux
firmes dans l’expression (13), la part de marché de la firme i peut aussi s’écrire
sous la forme suivante:
xi = θi +
λ
2
+
µ
(1 − η) (1− f) (Ri −Rj)
2 dλ
¶
i, j = 1, 2 et i 6= j (15)
Cette nouvelle matrice de parts de marché nous permet de faire le commen-
taire suivant
1. Le premier terme garantit que la taille de clientèle potentielle dans la firme
i est θi Np ;
2. Le second terme montre que les firmes se partagent de façon équitable la
clientèle comprise entre elles:
3. Le troisième terme montre que la taille de la clientèle est fonction des
niveaux relatifs d’investissement en actifs risqués et des commissions perçues.
Ce terme permet de déplacer la clientèle vers la firme proposant le meilleur
rendement espéré avec le minimum de commissions.
3.3 La recherche d’équilibres de Nash
Pour la suite, il convient de maximiser la fonction de profit (11)
f∗Np xi − Ci − Cf
MaxCi [f
∗Np xi − Ci − Cf ] (16)
Afin de garantir la concavité de la fonction de profit en Ci, nous faisons
l’hypothèse suivante : Ri = C
φ
i
L’équation (11) devient :
f∗Np

θi +
λ
2
+


(1− η) (1− f)
³
C
φ
i − C
φ
j
´
2.d.λ



− Ci − Cf (17)
∂Πi
∂Ci
= f∗.Np.
Ã
φ (1− η) (1− f)Cφ−1i
2.d.λ
!
− 1
·
∂ [f∗Np.xi − Ci − Cf ]
∂Ci
¸
= 0⇔ f∗.Np.
Ã
φ (1− η) (1− f) .Cφ−1i
2.d.λ
!
− 1 = 0
Cˆ =
·
2.d.λ
φf∗Np (1− η) (1− f∗)
¸ 1
φ−1
et (18)
Rˆ =
·
2.d.λ
φf∗Np (1− η) (1− f∗)
¸ φ
φ−1
0 < φ < 1
De par sa formulation, la fonction de profit est concave en Ci. Elle atteint
donc son maximum en Cˆi d’où en Rˆi. Ainsi, aucune firme n’augmente son profit
en augmentant ou en diminuant la part d’actifs risqués dans son portefeuille.
Résultat : la stratégie (R∗1, R
∗
2) =
³
Rˆ1, Rˆ2
´
est un équilibre de Nash
unique.
Ainsi, la part des actifs risqués à l’équilibre de sous-jeu ne dépend pas réelle-
ment de la composition du portefeuille de chacune des firmes, mais de la dif-
férence existant entre les portefeuilles.
Aussi, l’impact de l’augmentation du coût variable, donc de la part des actifs
risqués est-elle identique quelle que soit la taille de la clientèle potentielle θi.
Chacune des firmes attire la partie de la clientèle intermédiaire comprise entre
elles, sans que cette recherche de clientèle n’engendre d’externalités négatives
sur sa clientèle potentielle.
Nous trouvons que pour une allocation de portefeuille donnée, la part de
l’actif risqué croît avec :
• Les commissions payées, f∗ (jusqu’à f∗ = 0. 5) puis décroît; mais, logique-
ment, les taux de commissions n’atteignent pas ce niveau);
• Le coeﬃcient de production φ (croissance monotone);
• La taille du marché Np.
On a R qui suit une loi normale. En eﬀet At+1 → N
¡
A¯; σ2
¢
et R = r.At+1
A
De plus, pour une allocation de portefeuille donnée, la part de l’actif risqué
est décroissante avec :
• le degré d’aversion au risque, η, des investisseurs (trivialité);
• le coût de renonciation, d, des investisseurs (les investisseurs se contentent
facilement d’un produit donné);
• le degré de diﬀérenciation, λ , des firmes.
Cette sous-section conduit aux résultats suivants :
1. La concurrence entre les deux firmes de fonds dépend uniquement de la
composition des portefeuilles.
2. La concurrence est d’autant plus importante que la composition du porte-
feuille est un élément primordial pour les choix des investisseurs. Si les
firmes sont peu diﬀérenciées, elles ont de plus en plus tendance à prendre
des risques sur le marché d’actifs risqués.
3. Il existe un équilibre de Nash unique au sous-jeu d’accès au "marché
risqué". Dans ce cas, les deux firmes réalisent des investissements en
actifs risqués identiques.
4 La diﬀérence de profils
Dans cette sous section, nous considérons l’étape 1 du jeu. Ainsi, les firmes
de fonds adoptent des allocations des portefeuilles qu’elles vont commercialiser.
Nous supposons que la firme i maximise son profit en fonction de son θi et de
celui de sa concurrente. Les firmes évaluent leur profit respectif en anticipant
l’étape 2 du jeu.
On montre (Annexe 5) que
λ∗ =
"
Np.f
∗. (1− φ)
2
·
2.d
φ. (1− f∗) . (1− η) .Np.f∗
¸φ−1#(φ−12−φ)
(19)
Quelle que soit la variation des premiers paramètres, on montre que la valeur
de λ∗ a une décroissance monotone7 en Np. Elle décroît aussi avec le taux des
commissions jusqu’à une valeur f∗ ≥ 80%. Nous n’étudierons donc pas ce cas
de figure vu qu’aucun fonds ne fixera des commissions de cet ordre.
7Toutefois, il existe un entassement en fonction de la valeur de la clientèle potentielle
On en déduit le comportement des firmes de fonds selon le schéma suivant:
1) Si λ∗ = 1 cela suppose que θ∗i + θ
∗
j = 0. Etant sur un intervalle uni-
taire, cela suppose que
¡
θ∗i , θ
∗
j
¢
= (0, 0). La solution optimale8 veut que les
firmes choisissent des allocations extrêmes. Dans ce cas, la diﬀérenciation entre
les deux firmes est maximale. Le coût de gestion des investissements risqués,
respectivement le rendement de ces investissement est à l’équilibre égal à:
Cˆ(λ=1) =
·
2.d
φ.f∗.Np. (1− η) . (1− f∗)
¸ 1
φ−1
et (20)
Rˆ(λ=1) =
·
2.d
φ.f∗.Np. (1− η) . (1− f∗)
¸ φ
φ−1
Les firmes se placent ainsi aux extrêmités de l’intervalle. Leur clientèle est
simplement déterminée en fonction des goûts9 des investisseurs. Les parts de
marché sont de la forme :
xi(λ=1) = θi +
1
2
=
1
2
(21)
Il s’agit d’un équilibre de Nash. La fonction de profit, dans ce cas, se présente
sous la forme:
Π∗i,(λ=1) =
Np.f
∗
2
− Cˆλ=1 − Cf (22)
2) Si λ∗ = 0, cela équivaut à θi = 1−θj . Intuitivement, lorsque λ∗ → 0 , les
firmes se rapprochent l’une de l’autre. Le profil optimal devrait être le milieu
de notre segment, ce qui suppose que θi = θj = 12 . On définit donc l’intervalle
de variation de θi ∈ [0.5 − λ∗, 0.5] lorsque λ∗ → 0. Dans ce cas, l’envergure de
la diﬀérenciation devient de plus en plus petite. Chacune des firmes tente de
proposer le même produit que sa concurrente.
A l’équilibre, la part de marché est donc de xi = 12 . On trouve que la part
des investissements risqués tend aussi vers 0. Ainsi, les fonds d’investissement
8 Il est possible d’étudier le cas où λ∗ > 1. Normalement, cela suppose que la fonction de
λ∗n’a pas de solution, vu que 0<λ∗<1
9Ces goûts sont considérés exogènes à ce stade de l’analyse
se contenteront, de plus en plus, de ne commercialiser que des produits exclu-
sivement non risqués. On démontre que le profit des fonds, dans ce cas, est de
la forme :
Π∗(λ=0) =
f∗Np
2
− Cf (23)
3) Si 0 < λ∗ < 1, la condition d’équilibre de l’équation de λ∗ est
θ2 = 1 − λ∗ − θ1 . Il existe une infinité de (θ1, θ2) vérifiant la condition.
Nous étudions les trois cas de figures suivants :
a) Supposons λ∗ = 1/2, le couple (θ1, θ2) =
¡
0, 12
¢
, vérifie la condition
d’équilibre. On montre qu’il s’agit d’un équilibre de Nash.
b) Supposons λ∗ < 1/2, la position (0, λ∗) vérifie la condition d’équilibre.
Mais la firme 2 peut avoir un meilleur profit en proposant des profils plus
”grands” avec 0 < θ2 < 1/2. Cet équilibre n’est donc pas un équilibre de
Nash.
On établit donc que (θ∗1, θ
∗
2) est un équilibre de Nash ( λ
∗ < 1/2) si θ∗2 =
1− λ∗ − θ∗1 et 12 − λ
∗ < θ∗i <
1
2 + λ
∗ ∇ i = 1, 2
c) Supposons λ∗ > 1/2 Les couples vérifiant θ∗2 = 1 − λ∗ − θ∗1 sont des
équilibres de Nash du jeu. On a
1
2 − λ
∗ < θ∗2 <
1
2 + λ
∗or θ∗2 = 1− λ∗ − θ∗1
1
2 − λ
∗ < θ∗1 + λ
∗ < 12 + λ
∗ ⇒ θ∗1 < 12
donc 12 − λ
∗ < θ∗i <
1
2
Ainsi, si (θ∗1, θ
∗
2) est un équilibre de Nash du jeu tel que θ
∗
i < 1 − θ∗j , alors
θ∗i ∈ [0.5− λ∗, 0.5] pour i = 1, 2 et 0 < λ∗ < 1. La part de marché de chacune
des firmes de fonds est de la forme xi = θ
∗
2 +
λ
2 . Le coût de gestion inhérent et
le rendement de l’investissement risqué à l’équilibre dans ce cas est:
C∗0<λ∗<1 =
f∗.Np
2
.λ∗ (1− φ) et R∗0<λ∗<1 =
·
f∗.Np
2
.λ∗ (1− φ)
¸φ
(24)
Les firmes réalisent des investissements risqués identiques. Et, elles se ré-
partissent un profit total de f∗.Np−C∗0<λ∗<1 − Cf en fonction de leurs parts
de marché respectives. Le profit de chacune des firmes est:
Πi = f∗.Np.
·
θ∗i +
(φ− 1) λ∗
2
¸
− Cf (25)
Résultat : la détermination de l’équilibre de Nash du jeu dépend du degré
de diﬀérenciation λ∗
(1) Lorsque λ∗ → 0, il existe un équilibre de Nash unique tel que la diﬀéren-
ciation est minimale. Les firmes se positionnent au centre de l’axe de diﬀérenci-
ation et n’investissent pas dans le capital des entreprises. Elles commercialisent
des fonds exclusivement composés d’actifs sans risque.
(2) Lorsque λ∗ = 1 , il existe un équilibre de Nash unique tel que la diﬀéren-
ciation entre les portefeuilles est maximale. Les firmes de fonds se positionnent
aux deux extrémités de l’axe de diﬀérenciation;
¡
θ∗i , θ
∗
j
¢
∈ {(0, 1) , (1, 0)}
(3) Lorsque 0 < λ∗ < 1, la diﬀérenciation devient diﬃcile à cerner. Il existe
une infinité d’équilibre de Nash (θ∗1, θ
∗
2) tels que les firmes sont distantes de λ
∗et
θ∗i ∈ [0.5 − λ∗, 0.5] pour i = 1 , 2.
Nous avons un équilibre symétrique; cela s’explique par l’hypothèse de
départ qui veut que les investisseurs aient la même préférence pour le rendement.
Ainsi, on montre que la diﬀérenciation des profils d’allocation à l’équilibre,
λ∗, est d’autant plus grande que :
• le taux des commissions, f∗, est grand;
• la taille de la clientèle, Np est grande;
• le coût de renonciation au profil idéal, d , est faible;
• l’aversion au risque , η, est faible.
Résultat : la diﬀérenciation des profils est d’autant plus grande que la con-
currence est intense. On remarque, à l’instar des modèles de concurrence en prix
[Tirole (1998)], que l’incitation à proposer des produits semblables est constante,
alors que la tendance à la diﬀérenciation maximale dépend des paramètres du
modèle.
En eﬀet, lorsque les commissions, f∗, la clientèle potentielle, Np et l’aversion
au risque, η, augmentent ou lorsque le coût de renonciation, d, diminue, la
concurrence s’intensifie. Cela renforce ainsi l’eﬀet de diﬀérenciation et accentue
la concurrence sur le marché.
De plus, la quête d’actifs risqués est d’autant plus grande que les profils d’
allocation sont fortement diﬀérenciés. En eﬀet, lorsque 0 < λ∗ < 1, le coût et
le rendement de l’investissement risqué à l’équilibre sont :
C∗[0<λ∗<1] =
f∗.Np
2
λ∗ (1− φ) et R∗[0<λ∗<1] =
·
f∗Np
2
λ∗ (1− φ)
¸φ
(26)
Ainsi, une oﬀre de fonds variée traduit un accroissement du recours aux actifs
risqués. Paradoxalement, deux stratégies d’allocations homogènes présentent un
faible recours au capital des entreprises.
A l’équilibre, le profit des firmes décroît avec la forte diﬀérenciation. Pour
une firme i = 1, 2 , le profit à l’équilibre est égal à
Πi =
½f∗xp
2 − C∗[λ=1] − Cf Si λ∗ = 1
f∗.Np.
h
θ∗i +
(φ−1)λ∗
2
i
− Cf Si 0 < λ∗ < 1
(27)
avec θ∗i ∈ [0.5− λ∗, 0.5]
Avec cette équation, on remarque qu’une concurrence accrue pour conquérir
des investisseurs potentiels (mais réticents) oblige les manageurs à dépenser une
partie non négligeable des ressources que cette clientèle pourrait leur apporter.
Nous constatons que le niveau d’utilisation de ces ressources s’accentue avec le
niveau de diﬀérenciation.
Il est vrai que la diﬀérenciation permet d’atténuer la concurrence en rentabil-
ité. Une situation de faible concurrence est décrite lorsque les oﬀres sont peu
diﬀérenciées. La concurrence s’accentue avec la diﬀérenciation des produits.
Par conséquent, pour obtenir une bonne diﬀérenciation, le manager a de plus en
plus souvent recours aux actifs risqués. L’étude présente est faite dans le cadre
de firmes symétriques 10 . Comment le comportement en situation asymétrique
se traduit-il? On citera par exemple le cas où le taux de commissions est plus
élevé pour l’une des firmes.
5 L’équilibre en stratégie pure
Dans la section précédente, nous supposions que la préférence des investisseurs
est indépendante du profil, θ, du portefeuille commercialisé. Dans certains con-
textes, il peut être plus réaliste de supposer qu’elle soit une fonction monotone
en θ (ou que le coût de la rentabilité est une fonction monotone de θ).
Supposons, par exemple, que l’utilité d’un investisseur de profil θm qui in-
vestit dans le fonds i s’écrive sous la forme :
U (θm, i) =



(1− f) (r − δ) + (1− f) (1− η) θ1R1 − d (θm − θ1)2 si i = 1
(1− f) (r − δ) + (1− f) (1− η) (1− θ2)R2 − d (θm − (1− θ2))2 si i = 2
(28)
On montre que U (θm, 1) = U (θm, 2)⇒



x1 = θ1 +
λ
2 +
(1−η)(1−f) (θ1R1−(1−θ2)R2)
2.d.λ
x2 = θ2 +
λ
2 +
(1−η)(1−f) ((1−θ2) R2− θ1R1)
2.d.λ
(29)
Π1 = f∗.Np.

θ1 +
λ
2
+
(1− η)
h
θ1.C
φ
1 − (1− θ2) .C
φ
2
i
2.d.λ

− C1 − Cf
10Voir [Dixit and Stiglitz (1977)]
Π2 = f∗.Np.

θ1 +
λ
2
+
(1− η) (1− f) .
h
(1− θ2)Cφ2 − θ1C
φ
1
i
2.d.λ

− C1 − Cf
∂Πi
∂C1
= f∗.Np
(1− η) .φ.θ1.Cφ−11
2.d.λ
− 1
∂Πi
∂C2
= f∗.Np.
(1− η) .φ. (1− f) . (1− θ2) .Cφ−12
2.d.λ
− 1
De façon analogue, à la section 3, on démontre qu’à l’équilibre, les coûts d’
investissement en capital à l’étape 2 du jeu sont :
∂Πi
∂C1
= 0 ⇒ C∗1 =
·
2 dλ
(1− η)φ . (1− f∗) .f∗.Npθ1
¸ 1
φ−1
(30)
∂Πi
∂C2
= 0⇒ C∗2 =
·
2 .d .λ
(1− η)φ . (1− f∗) f∗Np. (1− θ2)
¸ 1
φ−1
(31)
Résultat: dans ce résultat, l’investissement risqué dépend à la fois du pro-
fil et de la diﬀérence de profils entre les produits. Ainsi, l’augmentation de
l’investissement dans le capital des entreprises est motivée par le niveau élevé
du profil de portefeuille recherché.
On remarque que :
C∗1 = C
∗
2
·
θ1
(1− θ2) .
¸ 1
φ−1
(32)
On montre que ∂ C
∗
1
∂θ1
> 0 et ∂
2C∗1
∂θ1∂θ1
> 0. De plus, par hypothèse, θ1 < 1− θ2,
alors C∗2 > C
∗
1 .
Compte tenu de la relation existante entre les diﬀérents coûts d’investissement
risqués, on en déduit qu’il n’existe pas d’équilibre en stratégies pures. L’intuition
sous-jacente est que si la firme veut proposer des produits de meilleur rendement
que sa concurrente, il lui est plus avantageux de proposer les mêmes produits
que sa concurrente.
6 Conclusion
Nous trouvons, à l’instar des modèles à générations imbriquées, que la décision
d’investir est une fonction croissante du revenu-salaire de l’individu et fonction
décroissante de la préférence pour le présent. De plus, l’aversion pour le risque
est une fonction croissante de la variabilité de la productivité des entreprises
de l’économie et fonction décroissante de la perte de rendement sur l’actif sans
risque due à la réglementation de l’activité.
Nous déterminons ainsi un profil idéal d’allocation de portefeuille chez l’
investisseur. Sa limite fondamentale est que la décision d’investissement dans
un fonds ne soit pas fonction du niveau des commissions payées par l’investisseur.
Le manager fixe les niveaux de commissions que l’ investisseur accepte comme
données.
Il existe un équilibre de Nash dans le cas où les firmes proposent deux pro-
duits identiques. Dans ce cas, les firmes ne commercialisent que des fonds ex-
clusivement constitués d’actifs sans risque.
De plus, dans le cas où les firmes proposent des produits totalement dif-
férents, il existe aussi un équilibre de Nash. En accord avec la littérature, on
parlera de diﬀérenciation maximale. Les firmes se positionnent ainsi aux ex-
trémités de l’axe de diﬀérenciation. Le cas le plus révélateur est celui où l’une
des firmes oﬀre un produit exclusivement composé d’actifs risqués et l’autre un
produit exclusivement composé d’actifs sans risque.
7 Annexe
Annexe 1: Les entreprises de fonds d’investissement
Les entreprises sont neutres au risque et leur fonction de production est
donnée par
Yt+1 = At+1 k
φ
t+1 avec 0 < φ < 1 (1a)
• Y est la production par tête;
• A est la productivité globale des facteurs;
• k est le capital par tête;
• t est le facteur temporel.
L’investissement dans le capital des entreprises étant source de risque, nous
supposons que cela est induit par l’aléa sous-tendant la productivité globale des
facteurs. Pour cela, nous faisons l’hypothèse de normalité de la productivité
globale des facteurs Ainsi At+1 → N
¡
A;σ2
¢
.
Acceptant l’hypothèse de neutralité au risque, il est possible d’égaliser la
productivité marginale anticipée au taux d’intérêt international. On a donc :
φAk
φ−1
t+1 = r (2a)
De plus, à capital bien déterminé, en t+ 1, la valeur At+1 du progrès tech-
nique est atteinte. Il est donc possible d’égaliser le salaire à la productivité
marginale du travail. On obtient ainsi :
wt+1 = (1 − φ) At+1 kφ−1t+1 (3a)
Le profit de l’entreprise est de la forme suivante :
Πt+1 = φAt+1 kφ−1t+1 (4a)
L’agent ayant investi (1− α) et dans le capital des entreprises en t, obtient
en t+1 une fraction (1−α) et
kt
du profit, c’est-à-dire (1− α) et
³
1 + φ At+1 k
φ−1
t+1
´
.
On déduit ainsi le rendement Rt+1 de l’épargne (1− α) et investi dans le capital
des entreprises
Rt+1 = φAt+1k
φ−1
t+1 = r
At+1
A
(5a)
Acceptant l’équation (5a), la matrice de contrainte budgétaire (1) devient :



Ct = wt − et
et = αet + (1− α) et
Ct+1 = (1− f) .eτ .
h
αet (1 + r − δ) + (1− α) et
³
1 + rAt+1
A
´i
= et. (1− f) .eτ .[α (1 + r − δ) + (1− α)
³
1 + rAt+1
A
´
]
(6a)
Annexe 2 : une approximation de l’utilité des investisseurs
Prendre une forme logarithmique de la fonction d’utilité des investis-
seurs permet d’avoir une concavité de celle-ci. Comme il est de coutume dans
les modèles à générations successives, nous incorporons un paramètre p pour
caractériser la préférence pour le présent. La fonction d’utilité de l’investisseur
est ainsi de la forme :
Ut = Ln (Ct) +
1
1 + p
.Ln (Ct+1) (7a)
Ut = Ln (wt − et)+
1
1 + p
.Ln
·
et. (1− f) .eτ .[α (1 + r − δ) + (1− α) .
µ
1 + r
At+1
A
¶
]
¸
Ut =
1
1 + p
Ln
·
α (1 + r − δ) + (1− α)
µ
1 + r
At+1
A
¶¸
(8a)
1
1 + p
.Ln[et.e
τ (1− f)] + Ln (wt − et)
La productivité globale des facteurs dans la consommation de seconde péri-
ode suivant une loi normale, un moyen pour la faire ressortir est de procéder à
un développement limité. Le développement limité d’ordre 2 au voisinage de A
permet de trouver un multiplicateur
¡
A−A
¢2
dont l’espérance mathématique
correspond à la variabilité σ2 de la productivité du capital des entreprises.
Soit C
/
t+1, le développement limité d’ordre 2 de la consommation de seconde
période au voisinage de A ; et, soit Et
³
C
/
t+1
´
l’espérance mathématique de C
/
t+1
C
0
t+1 = Ln[et.e
τ . (1− f)] + Ln [1 + r − δ.α]
+
¡
A−A
¢ (1− α) .r
[1 + r − δ.α] −
¡
A−A
¢2
2.A
2 .
[r. (1− α)]2
[1 + r − δ.α]2
(34)
Et
³
C
0
t+1
´
= Ln[et.e
τ . (1− f)] + Ln [1 + r − δ.α]− σ
2
2.A
2
[r (1− α)]2
[1 + r − δ.α]2
(10a)
Soit Et (Ut)l’espérance de l’utilité en prenant en compte la linéarisation de
Ct+1, la consommation en seconde période.
Et (Ut) =
1
1 + p
Ln[et.e
τ . (1− f)] + 1
1 + p
.Ln [1 + r − δ.α] (11a)
− 1
1 + p
.
σ2
2.A
2 .
[r. (1− α)]2
[1 + r − δ.α]2
+ Ln (wt − et)
Annexe 3 : la détermination des proportions d’actifs
Afin de déterminer et et α, nous cherchons les conditions de premier
ordre de l’espérance de la fonction d’utilité (Ut)
∂Et (Ut)
∂et
=
−1
wt − et
+
1
(1 + p).et
(12a)
∂Et (Ut)
∂α
=
1
1 + p
·
−δ
[1 + r − α.δ]
¸
+
1
1 + p
"µ
r
A
.σ
¶2
[(α− 1) (1 + r − δ)]
[1 + r − α.δ]3
#
(13a)
En posant
∂Et (Ut)
∂et
= 0⇔ et =
wt
(2 + p)
(14a)
En posant ∂Et(Ut)
∂α
= 0, on obtient deux expressions de α diﬀérentes en
fonction du signe devant la racine
αi =
2A
2
σ2 [(1 + r)] + r.σ (1 + r − δ)
·
r.σ ±
q¡
2.A.δ
¢2
+ (r.δ)
2
¸
2A
2
δ3
(15a)
Par hypothèse r > δ > 0, intuitivement, il est plus commode de prendre un
signe positif avant la racine pour garantir la positivité de α. Utiliser une formule
avec un signe négatif devant la racine compliquerait inutilement les calculs. En
eﬀet, il faudrait alors montrer que
2A
2
σ2 [(1 + r)] + (r.σ)2 (1 + r − δ) > r.σ (1 + r − δ)
q¡
2.A.δ
¢2
+ (r.δ)2
De plus, une simulation de résultats d’évolution de α donne dans ce cas des
conclusions contradictoires à la littérature. En eﬀet, la simulation de cette
configuration
α1 =
2A
2
σ2 [(1 + r)] + r.σ (1 + r − δ)
·
r.σ −
q¡
2.A.δ
¢2
+ (r.δ)2
¸
2A
2
δ3
avec
A = r = 1 , σ ∈ [0, 1 ] et σ ∈ ]0, 1 [
donne le graphique ci dessous.
Suivant cette configuration, la part de l’actif sans risque décroît avec la
variabilité du capital. Or, une plus grande variabilité du capital traduit une
hausse du risque. Les investisseurs étant averse au risque par hypothèse, il y a
donc contradiction. Il convient donc de ne pas prendre de signe négatif devant
la racine contenue dans la formulation de α.
α =
2A
2
σ2 [(1 + r)] + r.σ (1 + r − δ)
·
r.σ+
q¡
2.A.δ
¢2
+ (r.δ)2
¸
2A
2
δ3
(16a)
La matrice de contrainte budgétaire (1) devient par conséquent :



Ct =
p+1
p+2 .wt
et = α
wt
(2+p) + (1− α)
wt
(2+p)
Ct+1 = (1− f) .eτ .
h
α wt(2+p) (1 + r − δ) + (1− α)
wt
(2+p)
³
1 + rAt+1
A
´i
= wt(2+p) .e
τ . (1− f) .[α (1 + r − δ) + (1− α)
³
1 + rAt+1
A
´
]
(17a)
Annexe 4: une étude de variation de α
L’étude de la variation de α se fait par la recherche de signe de dérivées.
α =
2A
2
σ2 [(1 + r)] + r.σ (1 + r − δ)
·
r.σ+
q¡
2.A.δ
¢2
+ (r.δ)2
¸
2A
2
δ3
(16a)
1)
∂α
∂A
= −
r.σ. (1 + r − δ)
·
2.A
2
.σ2 +
µ
r.σ+
q¡
2.A.δ
¢2
+ (r.δ)2
¶¸
2.A
2
.δ3.
q¡
2.A.δ
¢2
+ (r.δ)2
(18a)
On démontre aisément que ∂α
∂A
< 0; Ainsi α décroît avec A
2)
∂α
∂σ
=
rσ (1 + r − δ)
"
r+ r
2.σt
(2.A.δ)2+(r.δ)2
#
+ r (1 + r − δ)
µ
rσ+
q¡
2Aδ
¢2
+ (rδ)
2
¶
2A
2
δ3
(19a)
De façon analogue, on montre que ∂α
∂σ
> 0; Ainsi α croît avec σ.
3)
∂α
∂δ
=
−1
2.A
2
.δ4.
q¡
2.A.δ
¢2
+ (r.δ)
2



4rσ
¡
Aδ
¢2
(2 + 2r − δ)
+ (r.σ)3 . (3 + 3.r − 2.δ)
+8.
¡
δ.A
¢2
(1 + r) .
q¡
2.A.δ
¢2
+ (r.δ)
2
+4rσ2 (3 + 3r − 2δ)
q¡
2Aδ
¢2
+ (rδ)2



(20a)
On montre aussi que ∂α
∂δ
< 0. α décroît donc avec δ.
4)
∂α
∂r
=
1
2A
2
δ3.
q¡
2Aδ
¢2
+ (rδ)
2



rσ2 (2 + 3r − 2δ)
·
rσ +
q¡
2Aδ
¢2
+ (rδ)2
¸
+2
¡
Aδ
¢2µ
σ (2 + 4r − 2δ) +
q¡
2Aδ
¢2
+ (rδ)
2
¶



(21a)
On montre que ∂α
∂r
s’annule en deux points
ri =
4σ2 [δ − 1] + (−1)i 2σ
q
3
¡
Aδ
¢2
+ (σ − δ)2 + δ2 (σ2 − 1)
3.σ2
avec i = 1, 2
(22a)
0 < δ < 1 , on montre aisément que r1 < 0 , ce qui par hypothèse est
impossible. Il convient donc d’analyser le signe de ∂α
∂r
dans l’intervalle [0, r2],
cela n’a pas d’importance fondamentale si r2 > 1. De plus r2 > 0, le signe de
la dérivée avant r2 et après r1 peut être déterminé en calculant la dérivée en
∂α
∂r
(0) = 1
δ
> 0. On conclut donc que la dérivée est positive sur l’intervalle
[0, 1]. Ainsi, on montre que sur cet intervalle [0, 1] la fonction de α croît avec r.
Annexe 5 : la détermination de la diﬀérence de profil
Le théorème de l’enveloppe nous permet de calculer aisément les dérivées
du profit des firmes.
∂Πi
∂θi
=
·
∂Πi
∂θi
+
∂Πi
∂Cj
.
∂C∗j
∂θi
+
∂Πi
∂Ci
∂C∗i
∂θi
¸
+
∂Πi
∂Ci
∂C∗i
∂θi
∂Πi
∂θi
= f∗
·
∂ai
∂θi
+
∂ai
∂Cj
∂C∗j
∂θi
¸
(23a)
Etant donné que C∗i (θ1, θ2) maximise le profit (concavité en C) de la firme
i , on en déduit selon les conditions de premier ordre
∂Πi
∂Ci
= 0
∂ai
∂θi
=
1
2
+
(1− η)
h
(C∗i )
α−1 −
¡
C∗j
¢α−1i
2.d. (1− θi − θj)
=
1
2
( car C∗i = C
∗
j ) (24a)
La firme i augmente sa part de marché en proposant des produits de plus
en plus semblables à ceux de sa concurrente j. Elle prospecte ainsi la clientèle
de la firme concurrente.
∂ai
∂Cj
=
·
(1− η) (1− f∗).φ
2.d.λ
¸
Cˆφ−1
⇒ Cˆ =
·
2.d.λ
φ.f∗.Np (1− η) (1− f∗)
¸ 1
φ−1
(16)
∂ai
∂Cj
=
·
−1
Np.f∗
¸
(25a)
∂C∗j
∂θi
=
·
1
λ. (1− φ)
¸
Cˆ (26a)
∂ai
∂Cj
∂C∗j
∂θi
=
·
−1
Np.f∗.
¸ ·
1
λ. (1− φ)
¸
.Cˆ
∂ai
∂Cj
∂C∗j
∂θi
=
·
−1
Np.f∗.λ. (1− φ)
¸ ·
2.d.λ.
Np.f∗.φ. (1− f∗) (1− η)
¸[ 1φ−1 ]
(27a)
Si la firme i désire se rapprocher de la firme j , cette dernière augmente
son niveau d’actifs risqués. Cette volonté devrait se traduire par une perte
de clientèle dans la firme i dans le cas où les investisseurs sont attirés par le
rendement. Cette situation conduit les firmes à diﬀérencier totalement leurs
oﬀres. Les produits étant parfaitement diﬀérenciés, l’intensité de la concurrence
diminue.
∂Πi
∂θi
=
1
2
−
·
1
Np.f∗λ. (1− φ)
¸ ·
2.d.λ
φ.Np.f∗. (1− η) . (1− f∗)
¸ 1
φ−1
(28a)
∂Πi
∂θi
= 0⇔ 1
2
−
·
1
Np.f∗.λ. (1− φ)
¸ ·
2.d.λ
φ.Np.f∗. (1− η) (1− f∗)
¸ 1
φ−1
= 0 (29a)
La condition d’équilibre est donnée par
λ∗ =
"
Np.f
∗. (1− φ)
2
·
2.d
φ. (1− f∗) . (1− η) .Np.f∗
¸φ−1#(φ−12−φ)
(30a)
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